Chapitre 11. Déterminants

1 Déterminants

Définition 1.1. Soit f € L£"(E",K) (fonctions n-linéaires)
On dit que f est alternée si f(x1, ..., x,) = 0 deés qu'il existe deux x; identiques.

Une fonction alternée est antisymétrique.

Proposition 1.2. Soit E un K-ev de dim finie, f € £!(E) (fonctions n-linéaires alternées)
Si (x1,..., xn) estlié, f(xq,..., xy) =0
SidimE < nalors f =0

1.1 Théoréme fondamental

Théoreme 1.3. Si E est de dimension finie 7, alors L] (E) est de dimension 1

Plus précisément, si (e, ..., e,) = B est une base de E, on pose

E—K
det :
B (X1, 00y Xn) = L e(a)xa(l),l"‘xa(n),n
oESy,

n
ou X]' = Z xl-]-el-
i=1

Et alors
LINE) = Kdgt

et de plus
dgt(el,..., ey) =1

Théoreme 1.4. Soit (eq, ..., x) = Bet (f1,..., fn) = C deux bases de E
Alors pour tout (xq, ..., x,) € E"

dgt(xl,..., Xp) = dgt(xl,..., xn)dgt(fl,..., fn)

Corollaire 1.5. Soit E un K-ev de dim finie n, (ey, ..., e,) = Bbase de E et (x4, ..., x,) € E"
Alors
(x1, .., Xp) libre <= (x1,..., x,) base <— dgt(xl,..., Xn) #0

1.2 Déterminant d’'un endomorphisme

Soit E un K-ev de dim finie 1, (ey, ..., ;) = B une base de E et u € L(E)
On considere f : (x1, ..., Xn) — dgt(u(xl),..., x(n)) n-linéaire alternée.

Il existe alors A € K tel que f = /\dgt, qui ne dépend pas de la base choisie.

Définition 1.6. A est appelé déterminant de u : il vérifie pour toute base 3, en notant A = detu
dgt(u(xl), vy U(xy)) = detudgt(xl,..., Xn)

detu = det (u(ey),..., u(en))

(31/-"r6")



Théoreéme 1.7. Soit u,v € L(E), E de dim finie.
x det Idg =1
* det(vou) =detvdetu
* 1 € GL(E) <= detu #0

et dans ces conditions

det(nil) = Jotn

1.3 Déterminant d’une matrice

Définition 1.8. Soit A = (aij)lgi,jgn € Mn(K)
Le déterminant de A est
detA = Z s(a)ag(l)’l... aa(n)’n

TEeS,

Proposition 1.9. Soit n € L(E), E de dim finie, B = (e, ..., e4) base de E
Alors

detu = det (h%at(u))

Proposition 1.10. Soit A € M, (K)
* det A est une forme K-linéaire alternée sur des colonnes (ou lignes) de A. Elle est aussi antisymétrique.
x det AT = detA

Proposition 1.11.

M (*)
A2
det _ = MAz..Ap
0 An
Théoreéme 1.12. Soit M, N € M, (K)
x detl, =1
x det MN = det M det N
* M€ GLy(K) <= detM #0
Dans ces conditions 1
71 _
detM™* = Tt M

det MN = det(upn) = det(up o uy) = det(upr) det(uy) = det Mdet N
Corollaire 1.13. Si M et N sont semblables dans M,,(K) alors det M = det N

Proposition 1.14. Soit A € M, (K), B € M,(K), C € Mp4(K)

Alors

A|C

det = det AdetB

0|B

Extension :
Al *
Ap
det ) = det A; det A;... det A,
0 A,



1.4 Développement selon une rangée

Définition 1.15. Soit M = (ai,j)lgi,jgn e M, (C)
On note M; ; la matrice obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne pour ,j € [1,7]
Alors

* M ; est appelé mineur de 4, ; dans M

* D= (—1)* det M; ; est appelé cofacteur de a; ; dans M

Théoréme 1.16 (Développement selon une rangée). Avec les notations précédentes

* Fixons la colonne jy. On a alors

n
detM = Z ai,joDi,j()
i=1

* Fixons la ligne iy. On a alors

n
detM = 2 aiO/jDiO/j
j=1

Théoréeme 1.17 (Déterminant de Vandermonde). Soit A4, ..., A;, € K

On a
1 Ay A2 o
1 Ay A2 oo A
V(/\],..., )\n):det . = H (/\j—/\i)
: 1<i<j<n
1 Ay A3 o Ant

1.5 Comatrice

Définition 1.18. Soit M = (a;;)1<ij<n € Mn(K), D; le cofacteur de a; ; dans M
La comatrice de M est
com(M) = (Di,j)lgi,jgn

Théoréme 1.19. Soit M € M, (K)
Alors
M(com M)T = (com M)TM = (det M)I,

Corollaire 1.20. Si M € GL,(K) alors

_ 1
M 1 = m(comM)T

En particulier, si K = K = R ou C, M € GL,(K) — M~ est une application rationnelle donc continue.

a b\ 1 (d —b
c d Cad—bc\—c a

A savoir : Si ad — bc # 0



2 Systéme linéaire

2.1 Ecriture d’un systéme

Soitu € L(E,F),b € F, (ey,..., en) = Bbasede E et (fy, ..., fn) = C basede F
Une équation linéaire du type u(x) = b est équivalente a AX = B
(avec A = l\l/;[e(lzt(u), X colonne de x dans B et B colonne de b dans C )

X1 by
Sion écrit A = (a;)1<i<p € Mpu(K), X = | : | etB= | : [ alors on obtient le systeme linéaire équivalent

1<j<n
Xp by

a11X1 + .. + a1, xn = by

%1 + ... + appxy, = by

ap1X1 + ... + apnXn = by

Proposition 2.1. On ne change pas 'ensemble des solutions d'un systéme en faisant des opérations élémen-

taires (permutations, dilatations et transvections des lignes)

2.2 Solutions d’un systéme linéaire

Proposition 2.2. Soit (S) AX = Bavec A € My,(K), X € K",Bc K etr =1g A
* Sp = ker A est une sous-espace de K" de dimension n — 2
* Si B ¢ im A alors S(5) = @ (le systéeme n’a pas de solutions )
x Si B = AX alors 3(5) = Xp + ker A ('sous-espace affine de dimn —r)

Définition 2.3. Si A € GL,(K), (S) AX = B est dit de Cramer.

Proposition 2.4. Soit (S) : AX = B, A € My ,(K), B € KV
x Sirg A = P, (S) admet au moins une solution (cas lignes libres).
* Sirg A = n, (S) admet au plus une solution (cas colonnes libres).
* Sirg A =n=pie A€ GL,(K), (S§) admet une solution.

Proposition 2.5 (Formule de Cramer). Soit A = (Cy]...|Cy) € GLn(K) et (S): AX =B
Alors l'unique solution de (S) est

x
1 det(c1, ..., ¢;_1,B,¢ix1, s Cn)
.C.

Xo= | : avec Xx; = b det A

Danslecasn =2: A = <a b) ,B= <A> ,ad — bc # 0 alors Xy = (x) est solution avec
y

c d U
A Db a A
pod c p
x = et y=
a b a b
c d c d




2.3 Pivot de Gauss

Théoréeme 2.6. A l'aide d’opérations élémentaires et quitte a numéroter les inconnues, tout systéeme est équi-

valent a un systeme échelonné :

a11%1 + a12X2 + oo + a1:Xp + 141X 41 + o+ A1 X0 = by

0+ agpxp + ... + A Xy + A2 p 11X, 41 + oo+ A2y Xy = b

O+ .. +0+apxy +ap 1% 41 + oo + Xy = by
0="b41

0=b,

avec les pivots a;; # 0

Si (byy1,.-., bp) # (0,..., 0) alors S = @

Sinon, on appelle x1, ..., X, inconnues principales et x,1, ..., X, inconnues secondaires. L'espace des solutions
est alors un sous-espace affine de K" de dimension n — r qu’on décrit de maniere paramétrique a I'aide des

parametres X, 1, ..., X; ( inconnues secondaires ).

2.4 Matrices d’opérations élémentaires

Définition 2.7. On note E; ; = (6;x0;1)1<k1<n
On définit pouri # j, A € K
Tij = In+ AE;;

C’est une matrice de transvection.
Pouri € [1,n] et y € K* on pose

C’est une matrice de dilatation.
Pour ¢ € 5, on pose

C’est une matrice de permutation.

Proposition 2.8.
(K*, x) = GLy(K)

est un morphisme de groupes injectif et on a
p = Di(p)
Di(p)Di(p') = Di(up')

(K, +) = SLa(K) o
* est un morphisme injectif de groupes et on a

A Tl,](/\)
T;j(A)Tij(A) = T j(A 4+ A')

(Sn,0) = GL(K) . o
* est un morphisme injectif de groupes et on a
o— Py

PyPy = Pyo,



* Quand on multiplie a gauche par ces matrices on agit sur les lignes.
Quand on multiplie a droite on agit sur les colonnes.

2.5 Générateurs de SL,(K) et GL,(K)

Théoreme 2.9.
* Les transvections engendrent SL, (K)
Plus précisément, toute matrice de SL, (K) est un produit fini de transvections.
* Toute matrice M € GL,(K) s’écrit M = T;...T; D, (det A)
Les matrices de dilatation et de transvections engendrent GL, (K)

3 Dualité

3.1 Dual d’un espace vectoriel

Définition 3.1. Soit E un K-ev.
L'espace dual de E est E* = L(E, K)

Proposition 3.2. Soit E un K-ev, H un hyperplanet[,!’ € E*
x Sie€ E\ Halors E=H @ Ke
* SiLestunsevde Eavec H C LalorsL=HouL =E
* Si H = ker] = ker!’ alors il existe A € K* tel que I’ = Al

Définition 3.3. Soit (e, ..., e;) une base de E
On note pour tout k € [1,#]
E— K

e : n

X =Y xje; — Xp
i=1

(€], ..., e;;) est appelée la base duale de (e, ..., e,)

Pour tout i,j € [1,n] on a alors
e;‘ (e/) = (5,'/]‘

Proposition 3.4. Soit [ € E* qui s’écrit | = aje] + ... +aze;,
Alors

Six € E, il s’écrit

3.2 Complément ENS : espace bidual, base biduale

Définition 3.5. On appelle E** = L(E*, K) 'espace bidual de E

Proposition 3.6. Dans le cas ol E est de dimension finie, E est canoniquement isomorphe a E**

E — E**
@ _ |Er =K

X F
I —1(x)

Définition 3.7. Si (14, ..., I,) est une base de E*, on peut retrouver a l’aide le d’isomorphisme précédent une
base (€1, ..., €4) dont (I1, ..., I,) est la base duale. On appelle alors (g1, ..., €,) la base antéduale.



4 Polyndéme caractéristique

4.1 Polynéme caractéristique d’une matrice carrée

Définition 4.1. Soit A = (ai,j)lgi,jgn € M, (K)

Le polynome caractéristique de A, noté x 4 est

X—apn —ap -+ —d
—ay  X—ap - —ay
Xa =det(XI, —A) = . ) . € K[X]
—a X_arm

Proposition 4.2. Soit A € M,(K), A € K
Alors
Aracinede x4 <= A valeur proprede A <= A € Sp(A)

Théoréme 4.3. Soit A € M, (K)
Alors x 4 est un polyndme unitaire de degn dont le coefficient constant est (—1)" det A
et celui de X" !est — Tr A

Xa=X"—Tr AX" 14 ..+ (—1)"detA

Corollaire 4.4. Toute matrice carrée complexe admet une valeur propre.

Définition 4.5. Soit A € M, (K)
Si xa est scindé sur K, ses racines différentes ou égales sont appelées valeurs propres de A comptées avec
multiplicité.

Proposition 4.6. Si A € M, (K) alors x 4,7 = xa

Exemple fondamental : Polyndme caractéristique d'une matrice compagnon.
Soit P = X" +a, 1 X" ' +... +ag € K[X]
La matrice compagnon de P est

0 0 —ap
1 —ay
Clg — .
0
0 1 —Aay_1

Sot polynéme caractéristique est

ch =P=X"+ an,lX”_l +..+ay

4.2 Polyndme caractéristique d’'un endomorphisme
Proposition 4.7. Deux matrices semblables de M, (K) ont le méme polyndme caractéristique.

Définition 4.8. Soit E un K-ev de dim finien etu € L(E)
Si Bestunebasede E, A = l\%at(u) on définit x, = x4 le polynéme caractéristique de u

Par la proposition précédente yx, est indépendant du choix de B



Corollaire 4.9. Soit E un K-ev de dim finie n et u € L(E)
Alors xy est unitaire de degré n et plus précisément

Xu=X"—TrX" '+ .+ (—1)"detu
SiAeK
A racine de x, <= A valeur propre de u

Si x, est scindé sur K
Xu= (X —=A1)e(X = Ay)

A, ..., Ay sont appelées valeurs propres de u comptées avec multiplicité.

Proposition 4.10. Soit E un K-ev de dim finie, u € L(E) et F un sous-espace de E stable par u
Alors Xuy | xu (ottup:x € F—u(x) € F)

4.3 Louvert dense GL,(K)

Théoreme 4.11.
* GLy(K) est un ouvert dense de M, (K)
* GL,(E) est un ouvert dense de L(E) (avec E de dimension finie )

5 Exercices classiques

5.1 Rang de la comatrice

Soit A € M, (K)
Montrer que
nsirgA=n
rgcomA = q1sirgA=n—1
OsirgA<n—1

5.2 Matrices réelles semblables dans M,,(C)

Soit A, B € M;;(R). On suppose qu’elles sont semblables dans M,,(C)
Montrer que elles sont semblables dans M, (RR)

5.3 Le groupe GL,(Z)

Onnote GL,(Z) = {M € M,(Z) | M inversible dans M, (R), M~! € M,(Z)} = M,(Z)*
C’est un groupe pour x ( et méme un sous-groupe de GL,(R) )
Montrer que si M € M, (Z)

M € GLy(Z) <> detM = +1

A anneau commutatif (A = Z,z, A = K[X])
Si M € Myp(A), GLy(A) = My(A)*

M e GL,(A) < detM € A~



5.4 Dual de M,(K)

1. SiA € My(K)onnotely : M € M, (K) — Tr(AM) € K
Montrer que A € M, (K) +— 14 € M, (K)* est un isomorphisme entre M, (K) et M,,(K)*
En déduire que VI € M, (K)* 3'A € M, (K) : YM, I(M) = Tr(AM)

2. Soit f € M, (K)* telle que f(XY) = f(YX) pour tout X, Y € M,(K)
Montrer qu’il existe A € K tel que f = A Tr

3. Montrer que tout hyperplan contient une matrice inversible.

5.5 Otrhogonalité duale
Soit Iy, ..., Ip, u des formes linéaires sur E, K-ev.

r
1. Montrer que si u s’annule sur () ker/; alors u € Vect(ly, I, ..., I) ie. u s’écrit u = Aqly 4 ... + Aplp
i=1
avec Ay, ..., Ap € K ( multiplicateurs de Lagrange )

P
2. On suppose que E est de dimension p et que () kerl; = {0}
=1

i=
Montrer que (14, ..., I;) est une base de E*

5.6 L’identité x4 = XBa

Soit A, B € M, (K)

1. On suppose que K = C
Montrer que x 4 = xpa quand A est inversible, puis pour A quelconque.

2. Montrer que x4 = Xpa dans le cas général.



